Fisica Estadistica — Hoja de Problemas 4

Problema 1

Sea un sistema A en contacto térmico con una reserva de calor A’ a una temperatura T .
La forma estandar de la entropia de Gibbs para el sistema A viene dada por

S=-kg) P.InP, (1)

donde kp es la constante de Botzmann y P, es la probabilidad de encontrar al sistema A
en el micro-estado |r) con energia E, .

Mostrar que la energia libre de Helmholtz (F = E — T'S) del sistema A viene dada por
F=—kgThZ, 2)
donde Z denota la funcién de particién canodnica.

Problema 2

Considérese el oscilador armoénico cuantico unidimensional con Hamiltoniano
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2m+2/~cx 2m+2mwx , (3)
donde p = —ihd, y w es la frecuencia de oscilaciéon (w = /k/m). La ecuacién de
Schrodinger (independiente del tiempo) viene dada por
a tn) = En [thn) (4)

cuyas soluciones vienen dadas por

o) = (olin) = == (22)" et ([ )

donde H,(z) = (=1)"e*" D™e=*" son los polinomios de Hermite con n = 0,1,2,... . Los

autovalores F, (niveles de energia) estan cuantizados y vienen dados por

B, = hw <n+;> . (6)

Pongamos este oscilador cuantico en contacto con una reserva de calor a temperatura 71" hasta
alcanzar el equilibrio, y consideremos el caso en el que 7! < hw.

i) Calcular el cociente entre las probabilidades de que el oscilador esté en su primer estado
excitado y de que esté en su estado fundamental. Interpretar el resultado.

i1) Asumiendo que sélo los estados [ig) y |¥1) estdn ocupados de manera significativa,
calcular la energia media del oscilador E en funcién de la temperatura T .



Problema 3

Considérese un sistema aislado compuesto de un nimero N > 1 de atomos con espin s = %
localizados e interaccionando débilmente. Cada atomo tiene un momento magnético u que
puede estar orientado de manera paralela/antiparalela a un campo magnético externo H .

i) Calcular el nimero de microestados del sistema Q(F, N, H) con una energia entre F
y E 4+ 0FE y pardmetros externos N y H fijos.

i1) Calcular B(FE) e invertir la relacién para obtener E = E(T'). Determinar el rango de
energias para el cual la temperatura del sistema es negativa, i.e. T < 0.

i7i) Conectar el sistema a una reserva de calor a temperatura 7' y calcular el valor medio
de la energia F utilizando la colectividad candnica. Comparar el resultado con el del
apartado 7).

Nota: LoN!~ NLnN —N si N> 1 (férmula de Stirling)

Problema 4

Calcula las contribuciones de la vibracion y de la rotacién a la funcion de particiéon de una
molécula diatémica sabiendo que las energias estan cuantificadas, respectivamente, por las
expresiones

e Vibracién: E,=(3+n)hw con n=0,1,2,...
2

e Rotacion: Ei=j{+1) = 5] con j=0,1,2,... y degeneracién g; = 2j+1

donde I es el momento de inercia perpendicular al eje que une los dos atomos.

Nota: Al calcular la contribucién de la rotacién, considérese el caso de una temperatura

lo suficientemente alta para poder aproximar el sumatorio por su correspondiente integral
. . o0 o

continua, i.e., Y20 — [;~dJ .

Problema 5

Sea la entropia estandar de Gibbs
S=-k» P logP,, (7)

para la funcién de distribucién de probabilidad P, de un sistema.

Consideremos un sistema total A©) = A + A’ compuesto por dos subsistemas A y A’ con
microestados de energia dados por E,Eg), E, y E!. Utilizaremos etiquetas rs, r y s para
etiquetar microestados de A(®) | A y A’ respectivamente. Se tiene pues que la entropia del
sistema total viene dada por

= —k ZP log P¥) (8)

donde P? es la funcién de distribucién de probabilidad de A©) |



i) Mostrar que si A y A’ interaccionan débilmente entonces se tiene que S 0 =54+9.
i1) Mostrar que si A y A’ no interaccionan débilmente entonces se tiene que S0 < S+,
ii1) Denotando la funcién de distribucién de probabilidad canénica

~ efﬁE'r

(9)

demostrar que siempre se tiene que

S >89, (10)

donde S denota la entropia de Gibbs para cualquier otra funcién de distribucién de
probabilidad P, , siempre y cuando ambas distribuciones de probabilidad den lugar al

mismo valor medio de la energia E. Esto es

> PE =) PE=E. (11)

Nota: Z-Pr:]-7 ZPézl, ZZPT(S)Zl asi como PT:ZPT(?) y Ps’:ZPﬁg).

Nota: Utilizar que logy < y —1 para y > 0.

Problema 6

Un sistema macroscopico con Hamiltoniano H estd en equilibrio con una fuente de calor a
la temperatura T'. A nivel microscopico los autoestados del Hamiltoniano se denotan por
|r) y los niveles de energia asociados vienen dados por E,. Consideraremos autoestados
propiamente normalizados de tal manera que (r|r') = d,,.

i) Probar que la funcién de particién del sistema viene dada por
Z = Tre P8 (12)

donde TrM es la traza de la matriz M en la base de autoestados del sistema.

Nota: Los elementos de matriz de un operador M vienen dados por (r|M|r’)

i1) Sea A un observable (operador) del sistema que toma los valores A|r) = A,|r). Probar
que la media térmica de A viene dada por
Tr(Ae PH)
VA

(A)=A= (13)

Nota: El operador identidad I se puede expresar como I = Z |r)(r|. Esto se conoce
T

como “relacién de cierre”.



ii1) Sea el Hamiltoniano

H=H,— AB (14)

donde B es un campo externo fijo y A es una magnitud extensiva del sistema. Se
define la susceptibilidad xy como

: <‘ 1> — <‘ 10>
= lim ——— 1
X 500 B (15)
donde B se comporta como un escalar, A como un observable, (Ap) = (A)p—o y

[AB, Ho] = 0.

Realizar un desarrollo en serie hasta primer orden en S AB para (A) y hallar una
relacién entre x y 01240 = (A%) — (Ap)?.

Nota:

1
~l—z+...s8 |z <1.
1+2x

Problema 7

Sea un gas ideal de N particulas distinguibles a temperatura T . El sistema es tal que cada
particula del gas sélo puede estar en dos posibles niveles de energia los cuales denoteremos

€1y € con A=ey—e€1 >0.

i)
i)

Determinar la funcién de particién candnica del sistema y la energia libre de Helmholtz.

Calcular la energia media del sistema E(T) en funcién de la temperatura. Evaluar la
energia media en los limites T — 07 y T — oo. {Cudl es la interpretacién fisica de
ambos limites?

Problema 8

Sea una cremallera a temperatura 17" compuesta de N dientes cada uno de los cuales puede
estar en dos configuraciones: abierto (desabrochado) o cerrado (abrochado). Denotaremos
la energia de un diente abierto (desabrochado) por & = const > 0, mientras que un diente
cerrado (abrochado) tiene energia cero.

Asumiendo una cremallera estdndar que sélo puede abrirse de un extremo al otro:

i)
i)

i)

Determinar la funcién de particion candnica del sistema.

Calcular el valor medio (n) como funcién de 7', donde n es el nimero de dientes
abiertos (desabrochados) de la cremallera.

Evaluar (n) en los limites T'— oo y T — 0 e interpretar los resultados.

Problema 9

Sea un sistema compuesto de N dtomos cada uno con un electréon que puede estar en el nivel
fundamental con energia €y o en el primer nivel excitado con energia €; tal que €; > ¢y > 0.

i)

Determinar el nimero de microestados del sistema Q(FE) compatibles con una energia
dada E.



i1) Determinar la funcién de particién canénica Z del sistema.

ii1) Determinar el (valor medio del) nimero de atomos excitados (n;) en funcién de la
temperatura T del sistema. Evaluar los limites T — 0t y T — +oco e interpretar
fisicamente los resultados.

Problema 10

Sea un sistema estadistico compuesto de N dtomos distinguibles y no-interactuantes en equi-
librio térmico con una reserva de calor a temperatura 7. Cada uno de estos atomos puede
encontrarse en un nivel de energia |n) con energia

E,=(n+1)e con n=0,1,2,..., (16)

donde € > 0 es una constante caracteristica del sistema. Cada nivel de energia |n) tiene una
degeneracién g, = A", donde X\ > 1 es otra constante caracteristica del sistema.

i) Determinar la funcién de particién canénica del sistema.

i1) Determinar la temperatura critica T, a partir de la cual el tratamiento estadistico del
sistema no estd bien definido.

ii1) Calcular la energia media del sistema a partir de la funcién de particién. Interpretar el
limite T"— 0.



